Harmonisch totaal en aanverwanten deel 2 


In Euclides 95|2 staat een tweede artikel van Gerard Koolstra over het harmonisch totaal. De 
versie die in Euclides verscheen is ingekort. Hieronder het volledige artikel. 


Het harmonisch gemiddelde is een van de vele gemiddelden die gevangen kunnen worden 
onder de formule: 


1 


Pix P\p 
M‚ (1, 0) = A) (p#0) 


De bijbehorende Totalen die gedefinieerd worden door: 


1 


Eirene Xn? )P (pO) [formule 1a] 


In plaats van formule 1a kunnen we natuurlijk ook schrijven: 

In = XP ++ XP [formule 1b] 

Om complicaties te voorkomen gaan we uit van positieve argumenten X4, …, Xn. 
Voor a>0 geldt dat a? >0. 


1 
Bovendien geldt dan (a?)? =a en is a? = bP gelijkwaardig met a=b. 
Als we voor p de waarde -1 nemen krijgen we (x, 7% +": + x, 1) Ten dat is natuurlijk niets 
anders dan het Harmonisch Totaal. Dus = H(%4, %2,.., Xn) = T-1(%1, …, Xn) 


Voor p=1 geldt dat Ty= Xi +…+ Xy , de gewone som, die we uiteraard 
ook met bijv. d's kunnen noteren in plaats van met x-en: 


=d + et de 

Wanneer we in een rechthoekig assenstelsel XOY afspreken dat 

d, = |X, — xl end, = |y, — yzl geeft o.a. 

T‚ (dd) [= d4+d,] wel iets interessants: de zo genoemde ‘taxi-afstand’ 

(of Manhattan-afstand) tussen twee punten (x5, y4 ) en (x5, yz). Figuur 1 

In figuur 7 illustreren de rode, blauwe en gele routes deze afstand. In het meer dimensionale 
geval is de Hamming-afstand een bekende toepassing. 


Voor p=2 krijgen we een goede bekende: 


1 
Ta, made Ge ar He zl Jee + ke n 
de lengte van de vector x = (X4, X2,.., %X) , die gebruikt wordt voor het bepalen van de 


Euclidische afstand tussen twee punten. Figuur 1 illustreert dat de Euclidische afstand - met 
groen aangeduid - doorgaans kleiner is dan de Manhattan-afstand. 


Ook p=-2 kan leiden tot herkenbare verbanden. 
De afstand van de oorsprong tot een vlak met vergelijking 8 SE 5 ef 7 = 1 kan berekend 
1 


worden met d_ = === 
ID2+D+0? 


1 1 d d 
Dus d = T_;(a,b,c). Vaak wordt dit verband geschreven als : prak al 27 a zz 


1 
=(a* +b 24e) 7 


In het twee dimensionale geval gaat het (bijvoorbeeld) om de afstand tussen het snijpunt van 
de rechthoekszijden en de tegenoverliggende hypotenusa in een rechthoekige driehoek. Deze 
interpretatie geeft ons de mogelijkheid ook deze Ty in beeld te brengen. 








ab 
In figuur 2 geldta-b = va? +b?-dendusd ===. 
8 8 Vaz+bz 
22 
Kwadrateren geeft: d? = en ‘omkeren’ vervolgens: 
a2+b? b 

dl a? +b? a? b? | ! 1 

Pr En e Se ee 

d ab? ab? ab? b2 a2 a? b?2 


We weten dus d = T_,(a,b) 
a 


zl En E Figuur 2 
Er zijn meer waarden van p waarbij Tp gebruikt kan worden om een verband 


kort te formuleren. Zo is het verband tussen de stralen van drie rakende cirkels met de 
configuratie zoals in figuur 3 te schrijven als: 


TE = Nen En == [ met rz de straal van de kleinste cirkel ] 
1 1 1 
Dit kan ook geschreven worden als 73 2 = 14 2 + 17 2 of als: 
zi En 
13 = (r, 2 + 7 z) Figuur 3 


In dit geval geldt: 73 = T_ (7, 12) en zien we een toepassing voor p= - % 
2 


Tp) …, X) duikt dus in allerlei gedaantes op. 

Het is de moeite waard om eens na te gaan welke eigenschappen deze functie heeft, en wat 
daarvan de gevolgen zijn voor de diverse toepassingen. Zoals gezegd beperken we ons 
gemakshalve tot positieve argumenten. 


Uiteraard is de volgorde van de argumenten niet van belang, en ook hier geldt dat de 
berekening stapsgewijze kan plaatsvinden. 


Zogeldt Terre = Tp (Hr Mir Krein) 1123) 
Immers: 


en can reen) 5 (Ce eden Be Xn) = 


Pp 
= (Cab Herh aP)P) Han? = al Herh a?) Hen? Tp? a) 
En vanwege de positieve (tussen)uitkomsten geldt nu ook: 


To enrdi) T neer rad a) 
Als we p=2 en n=3 gebruiken in formule 1a krijgen we: 


1 
T,(x5, X7 ‚X%3)= Ge + Ke + Va = v/ X1° + X22 + Ka 
Dit is in overeenstemming met de wetenschap dat de lichaamsdiagonaal van een balk met 


gegeven afmetingen zowel direct als via een van de (drie) zijvlaksdiagonalen berekend kan 
worden. 


Als we voor p#0 definiëren: a ZP b =c > Ty (a,b) = c, blijkt XP een bewerking die zowel 
commutatief als associatief is.) 


Van groot belang is dat Ty (xj, ik Ha) voor alle waarden van p (p#0) een homogene functie is: 
Tp (hex, …, kn )= k TpA10 …, Xn) (k20) 
Deze eigenschap maakt het bijvoorbeeld mogelijk om het te gebruiken om bijv. een lengte op 


basis van gegeven lengtes te berekenen. Wanneer de eenheid wordt gewijzigd (van bijv. van 
meter in mm bijv.) is het resultaat eenvoudig aan te passen 


Wanneer alle argumenten gelijk zijn (X4 = X2 =...= Xp = a) geldt: 
1 1 

Taya) = (naP)P =nP a 

We gaan uit vann > 1 


Nu wordt de waarde van p van belang. 
1 


Voor p<0 geldt : O<ne<1 
1 
voor O<p<1 : ne > nen 
1 
voor p>1l : 1 <nr <n 


Dat betekent: 

Tp(a,…,a) < a voor p<0 

Tp(a, …,a) > na voor O<p<1 
a < T(a,…,a) < na voor p>1 


Meer algemeen geldt: (voor positieve argumenten) 


e Tx, …,%) < min(x, …, %) voor p<0 Li] 
e Tl ,An) PA FH ot An voorOepel [il 
e _max(X, …,Xn) < Tp(&i, …, Xn) <A FH Ap voor p>1 ii] 


Voor het bewijs van [Ì] kijken we — net als eerder bij het harmonisch totaal — naar het effect van 
toevoeging van een (positief) argument aan B = XP eet ArP 


‘1 
Uiteraard wordt Ear altijd groter. Wat betekent dat voor T‚, [= Cree 1? 


p<0 Ty wordt kleiner als we een argument toevoegen [A] 
1 
immers x 2x? is dan een dalende functie 


p>0 Ty wordt groter als we een argument toevoegen [B] 
1 
(x >xP is dan een stijgende functie) 


We ordenen nu de argumenten van klein naar groot. Nu geldt volgens [A]: 

MN ri ADSL Ank) Sr En) 
Voor het bewijs van [ii] en [iii] is de tweede afgeleide van x 84e van belang 
fors ze geeft f'(x) = Lr E 


iP ip Ae 
5 zr Pp en f(x) = Ee p 
Uiteraard geldt voor p>0 dat f'(x) > 0 We hebben dus te maken met een stijgende functie 


Het teken van f'(x) wordt (voor x>0) bepaald door Ea 


Voor p>1 is dit negatief en voor O<p<1 positief 
1 


Voor O<p<1 is f: Xx >xP een steeds sneller stijgende functie. 


Voor zo’n functie geldt: f(a+b) > f(a)+f(b) (zie figuur 4), 


en meer algemeen: f (ay +. +a) > f (ai) +. +f (a) 
1 1 1 


Dus ook (x4P +4 == + Xx, PIP > (ar PP. PP =x0 + Xr 











1 
Voor p>1 is f: x >xP een steeds langzamer stijgende functie. Figuur 4 
Dan geldt f(a+b) < f(a)+f(b) (zie figuur 5), en (dus) 
f(a +. +a,) “fat. (an) S ‚ fa) 


Dus ook (x4P 4 --- + Xx, PIP < (a P)Pt lan P)P =H A A 

fla+b) 
Om het linkerdeel van [iii] te bewijzen gebruiken we [B] 
We ordenen nu de argumenten van groot naar klein. Nu geldt 


Max, An) =X1 = Tai) < Ty (x1,x2) db a+b 
Stes To Misanaden) 





Figuur 5 
Voor p > 1is Tp nauw verwant met p-norm van een vector 
De p-norm van de vector x = (X4, X2,.., X) is gedefinieerd door 


1 
all, = laa lP + er + [a lP)P (p 21) 
en deze bepaalt weer de zogenaamde Minkowski-afstand tussen twee punten: 


1 
Cler — yalP Her + [aen — Yr lP)P ((p21) 
1 
Voor p=0 is de definitie T,(x,, …, Xn) = (a? ++ XnP)P niette 





Figuur 6 
gebruiken. Ook het nemen van de limiet (voor p naar O) levert weinig aad 
bruikbaars op, immers 
1 1 
limT, = lim(x,P +42, PP =lim(1 ++ IP = zit 
lim, = lim, ge ) yen 
d E 

=limn? = oo en lim n? =0 (zie ook figuur 6) 

peo pÎo 


Echter lim M;, (dus de limiet van het bijbehorende gemiddelde voor p+0 ) geeft wel een 
Pp 


interessant resultaat. 


We concentreren ons in eerste instantie op 


1 


_ xaP + tan? \p id KP te tanP\ _ In(aiP ++?) In (n) 
In(M‚) = In ee ) | sn In ( ) nr [formule 2] 


me —In (b) 


Immers In (H=: =—: In n GD) =  (ln(a) — In (b)= 
Voor zowel teller ik noemer van de breuk waarmee du 2 eindigt geldt dat de limiet voor 
p>0 gelijk is aan O. 


We kunnen dus gebruik maken van de regel van Hôpital die stelt dat we teller en noemer 
mogen vervangen door de afgeleides (naar p) 


x1P:In (Xi) +---+anP In (xy) 


De afgeleide van de teller is gelijk aan 
8 Rs KP etn? 


Immers =In(f@)) = = - f “(p) en In(n) is niet afhankelijk van p 


f EE 


De limiet van de afgeleide van de teller is eenvoudig te berekenen 
Nie xiP-In (x1)+---+xnP-In (x7)) ' In (x1)+---+In (x) 
p—0 XaiP + tan? n 


1 Hel 
De afgeleide van de noemer is 1, dus de conclusie is dat lim In (M‚) = eG 
p> 





n 
Omdat f: x > e* een continue functie is kunnen we schrijven: 
In (x1)+---+In (xn) dl TE 
lim M‚ pe a (er GD +-+In Gen n EN (el). ee em) = 
po 
lt "… "Xn Het gaat dus om het meetkundig gemiddelde | 


Vaak wordt Mo dan ook zo gedefinieerd: 
Molxs, … Xn) = /X1 * … * Xy [formule 3] 


1 1 
Het verband tussen Mp en Tp wordt gegeven door M‚, = Tj "n PT), = M,"n?P 
Maar daar schieten we niet echt veel mee op. 
Het is misschien verleidelijk om naar analogie daarvan te stellen dat 


Toi, … „Xn) = X1 * … * Xn [suggestie 1] 


maar dat zou tot rare sprongen leiden. Zo geldt: 

To1(2,3) = (297 + 301)10 = 2,51 x 10°; T_01(2,3) = (201 43 PIO 2 2,39 x 10°; 
To,01(2,3) = (2901 4 3001100 à 311x 10%; T_0,01(2,3)= 1,93 x 10°; 

To,001(2,3) = (29991 } 30001100 … 262 x 10% en T_0,001(2,3)= 2,29 x 10%; 


Terwijl volgens suggestie 1 zou moeten gelden: To(2,3) = 2x3=6 


Wel lijkt te gelden: 7, (a,b)x T.‚ (a,b)= axb Seen a ee 














bP aP aP+bP 
—p NEE Te 5 
Dit klopt inderdaad. Immers a? + bh” RT ARTE ER 
P+pP\Ti/P 
Daaruit volgt 7_, = (aP +bP) UP = en Ji =ab (a? + bP) UP 


Anderzijds geldt: T‚, = (a? + bP)t/P 
Vermenigvuldigen geeft het gewenste resultaat. 


Meer algemeen lijkt te gelden: 


2 
DE AC a) Tap Mare Zo) mi (tr Wen 


Om dit te bewijzen gebruiken we soortgelijke aanpak als bij My. 
In (Tp Cr, NE T_p ned 
In[ (4? dee APP (TP Hee + Ed dl 5 


In? od ag „Ina? geen Se 
In(xaiP +---+HxnP)-In(a4 Ptn P) 
= nn nn: 
Bij het bepalen van de limiet voor p20 gebruiken we weer l’Hôpital. 


xP-In (Xx) + tarn P In (Xn) , X1 P-In (Xi) +--- tx P-In (x,,) 


De afgeleide van de teller is: 
s Ptn?) TP tete P) 


In (X1)+---+In (xn ) ni In (xj)+--+In (Xn) _ 2 


De limiet voor p20 geeft nu n pe = „In an Mi) 


Voor T, (4, … „%) * Tp (1, … „X) betekent dit dat dit voor p>0 convergeert naar 
2 
2 me 2 
eni (%1-…%Xn) = (el Cerr%n) =(X, "* He 


Dat zou ervoor pleiten om To (x,, … ,X) te definiëren als 
1 
lim VT Kn) * Top (Aas … „Kn) = (A4 * …" A)" [suggestie 2] 


Dat zou betekenen dat To(x,, … ,X) evenals Mo(x,, … „X) als meetkundig gemiddelde kan 
worden beschouwd van de getallen x,,… ‚Xx. 


Toepassingen? 


Wat is de relevantie van bovenstaande voor de dagelijkse onderwijspraktijk? Ik denk dat het 
laten zien dat ogenschijnlijke uiteenlopende verbanden, formules en stellingen behoren tot één 
familie een belangrijke taak van het wiskundeonderwijs is. 

Het benadrukken van de overeenkomsten tussen bijvoorbeeld de stelling van Pythagoras en de 
lenzenformule kan al op een zeer eenvoudige wijze. 


Bij opgaven n.a.v. de stelling van Pythagoras wordt op het vo al enkele tientallen jaren gewerkt 
met een tabel, die er ongeveer uit kan zien als hiernaast. Van belang is dat 

















de lengte van de schuine (en dus langste) zijde in het vakje linksonder Zane 
komt, en de lengte van de rechthoekzijden daarboven. Ervaringen wijzen rhz 4 16 
erop dat met een dergelijke tabel minder fouten gemaakt worden bij rhz| ? + 
toepassingen van de stelling van Pythagoras. sz ol 31 




















In feite gaat het hier om T2 met doorgaans twee argumenten 


Het is misschien de moeite waarde deze aanpak ook eens uit te proberen bij andere 
berekeningen rond T‚ zoals de lenzenformule en vervangingsweerstanden. 


Met behulp van dergelijke tabellen kan formule 1b ( Ee = XP He: + XP ) als het ware 
geconcretiseerd worden. Een aanpak die mi. het inzicht in dit type formules kan bevorderen. 


Een uitwerking van een opgave waarbij gegeven is dat de 
brandpuntafstand 9 cm is en de voorwerpsafstand 27 (cm) en de 
beeldafstand moet worden berekend zou er zo uit kunnen uitzien: 


Vanwege het belang van de (juiste) eenheden zijn die uitdrukkelijk 
vermeld in de kolomkoppen. 


en Te 





ol 




















CM | CM 
27 || 1/27 
? 

9 1/9 














Bij Pythagoras worden soms de bewerkingen ‘kwadrateren’ en ‘wortel nemen’ aan het schema 
toegevoegd. Als het gaat om lenzenformule (of vervangingsweerstand) werkt ‘het omgekeerde 


nemen’ beide richtingen op, immers: (x7 1)"Î = x 


Gerard Koolstra 


[5-2-2019] 





‘Een veel gebruikte niet commutatieve en niet associatieve bewering is tot de macht. 
Zo geldt (103)? = 10° maar 10°) = 10°. Daarom is a?“ alleen gedefinieerd wanneer de 
conventie wordt geaccepteerd dat daarmee a®” wordt bedoeld. 


